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摘要 对于下层为线性规划问题的一类非线性二层规划问题，文章利用线性规划的对偶理

论，将其转化为一个单层优化问题．除了添加下层问题的对偶间隙作为惩罚项外，还通过一

个目标罚参数来调整上层问题的目标函数值，进而给出了一个求解此类二层规划问题的目

标罚函数方法．最后，数值结果表明，所提出的方法是可行的．
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Abstract In this paper，we consider a class of nonlinear bilevel programming prob-

lem in which the lower level is a linear programming problem．Using the dual theory,

the original problem is transformed into a single level optimization problem．It not

only appends the duality gap of the lower level problem with a penalty,but also gives
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an objective penalty parameter to adjust the value of the upper level objective func—

tion．Then，we construct an objective penalty function method for such a problem．

Finally，some numerical results show that the proposed method is feasible．

Key words Nonlinear bilevel programming，penalty function method，objective

penalty function，globally optimal solution．

1 引 言

考虑下层问题为线性规划问题的一类非线性二层规划问题的乐观模型[1-3】，其数学模型

可以描述如下

min，(z，可)
z，g

s．t．z∈X， (1)

Y∈妒(z)，

其中给定X∈X，少(z)是下面问题的最优解集，

其中z∈R“，Y，d∈Rm，A∈Rq×礼，B∈Rq×⋯，b∈Rq，f：R”×R⋯一R连续，符号T表示

转置．

在问题(1)中，将f(x，Y)限定为线性函数，Anandalingam和White[4]通过把下层问题

的对偶间隙添加到上层目标函数中，提出了一种精确罚函数方法，并且只需求解若干个线

性规划问题便可以获得原问题的一个局部最优解．随后，他们在文【5]中又提出了一种可以

得到全局最优解的罚函数方法． Camp6lo，Dantas和Scheimberg[6]指出文献[5]中所考虑的

原始对偶紧假设是不确切的，并重新定义了割集，还纠正了检验的方法，进而在不需要紧的

假设条件下就可以得到罚问题的良好性质，但全局最优解仍需要一个明确定义的对偶紧假

设．赵茂先和高自友【7】在假设下层问题具有惟一最优解的条件下，利用罚函数的思想，给

出了可以获得其全局最优解的一种全局优化方法．吕一兵等[8]针对问题(1)，利用下层问题

的KKT最优性条件来代替下层问题，并且取其互补条件作为惩罚项，设计了一种罚函数方

法，它保证至少可以得到问题的一个局部最优解．郑跃等【9]利用线性规划的对偶理论和罚

函数方法的思想，提出了一个求解该类问题的全局优化方法．然而值得说明的是，该方法的

顺利实现存在一个前提条件，即需要计算出下层规划问题(2)的对偶问题可行域的全部顶

点，但这并不是一件很容易的事情．

在上述研究工作的基础上，受Meng等[10,11]所提出的目标罚函数方法的启发，本文针

对问题(1)给出了一种新的罚函数方法：除了添加下层问题的对偶间隙作为惩罚项之外，还

同时使用了目标罚参数．其中第1个罚参数的作用是保证转化后的罚问题的最优解是原问

题的可行解，第2个罚参数的目的是使罚问题的最优解同时也是原问题的全局最优解．
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在接下来的内容中，本文将介绍新的罚函数以及主要的理论结果，在第3节将给出所设

计的目标罚函数方法和相关的收敛性分析，最后给出了数值试验结果．

2 目标罚函数

为简单起见，记y(z)={可∈R⋯IBy≤b—Ax，Y≥o)，问题(1)的约束域为S=

{(z，剪)Iz∈X，Y∈y(z))．

为保证问题(1)的最优解的存在性和算法的适应性，假设下列条件满足

(A1)对于每一个z∈X，y(z)≠0，并且对于所有的z∈X，都存在一个紧子集Z c R⋯，

使得y(z)c Z．

(A2)集合x是一个非空的紧集．

定义2．1 IR={(z，y)lx E X，Y∈妒(z))称为问题(1)的诱导域(或可行域)．

定义2．2 对于任意的(X，Y)∈IR，若存在(X+，Y+)∈IR，使得，(z+，Y+)≤，(z，可)，则

(z+，Y+)称为问题(1)的最优解．

利用线性规划的对偶理论，问题(2)的对偶问题为

m删ax(Az_6)Tu
s．t．一BTu≤d． (3)

记U={钆I—BTu≤d，u≥o)，lr(x，Y，")=dry+(b—Ax)Tu为问题(2)和问题(3)的对偶间

隙．于是，考虑问题

min，(z，Y)
z，Y，u

s．t．丌@，Y，U)=0， (4)

(X，Y)E S，

u E矿

显然，关于问题(1)和问题(4)的最优解和最优值的关系，我们有如下结果．

引理2．1若(z，Y)是问题(1)的最优解，则存在让∈U，使得(X，Y，U)是问题(4)的最优

解；反之，若(z，Y，“)是问题(4)的最优解，则(X，Y)是问题(1)的最优解．进一步，这两个

问题具有相同的最优值．

对于P∈R和，y>0，考虑问题(4)的如下罚问题P(P，，y)

min Q(，(z，Y)一P)+77r(z，Y，u)
z，Y，u

s．t．(X，Y)∈S， (5)

u∈玑

其中P称为目标罚参数【10]，7是一般的罚参数，函数Q：R—RU{+。。)是可微的凸函数，
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当且仅当

当且仅当

当且仅当

t<0．

t>0．

￡2>t1≥0

对于问题(5)，我们不仅添加对偶间隙作为上层问题的惩罚项，而且还将上层问题的目

标函数值作为惩罚项．一方面，在理论上，我们在适当的条件下建立了问题(4)和问题(5)

之间的关系(具体见引理2．2和2．3)．另一方面，我们在第3节所提出的算法中给出了P的实

际计算公式．

类似于郑跃等(9】中的定理2．2，可以得到问题(5)的最优解的存在性结果．

定理2．1假设条件(A1)和(A2)满足，则对于固定的P∈R和7>o，问题(5)存在最

优解(z磊，可为，札为)∈S×E(u)，其中E(U)表示由集合U的所有顶点构成的集合．
为了讨论的方便，定义

m卜(。船R弛，可)，
m2-(刈m)a∈xm m，可)，

F(x，Y，u，P，7)=Q(Y(x，Y)一P)+7r(x，Y，乱)

注1虽然上面的m·和m2是未知的，并且m1还是我们要求的结果，但是它们的出现

仅仅是起着理论分析的作用．

记问题(4)和问题(5)的可行域分别为s1，&．关于问题(4)和问题(5)的最优解的关

系，有下面的结论．

引理2．2假设(z+，Y+，u+)是问题(4)的最优解．对于P∈R和7>0，假设(z为，可为，札麓)

是问题(5)的最优解，同时也是问题(4)的可行解．如果‘厂(z+，Y+)≥P，那么(。为，Yp‘1，札为)也
是问题(4)的最优解．

证由于(z为，可函，u为)是问题(5)的最优解．因此，有

F(z为，蠕，u为，P，7)≤F(z，Y，乱，P，7)，V(X，Y，U)∈&．

特别地，由于(z为，Yp+1，u函)是问题(4)的可行解，于是有

Q(，(z；1，Yp+1)一P)≤Q(f(x，Y)一P)+7r(x，Y，u)，V(X，Y，u)∈＆．

又因为(X+，Y+，u+)是问题(4)的最优解，所以

f(x+，Y+)≤f(x，可)，V(X，Y，u)∈S1．

因此，我们有

，(z+，Y+)≤，(zb，Yp+1)．

(6)

“三一

，

，Q

0

0

划如胗@@@

Q

Q

Q，●●●●-f、II●L

足满还且而
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利用式(6)可得

Q(，(z为，可；，y)一P)≤Q(／(z+，可+)一P)

结合式(7)，(8)和，(z+，可+)≥P，可得

(8)

，(z为，可为)=f(x+，∥+)．

因此，扛为，可为，u知)是问题(4)的最优解．

引理2．3假设条件(A1)和(A2)成立．对于P∈R和7>0，如果(z为，可为，让套)是问题
(5)的最优解，那么下面的结果成立．

(I)如果F(茁函，可函，Up41，P，7)=0，那么ml s P≤m2成立．

(II)如果F(z函，蠕，Up+1，P，7)>o和P≤m2，那么P<ml成立．进一步，若(z；1，∥；，y，u为)
是问题(4)的可行解，则它也是问题(4)的最优解．

证(I)由于F(z为，可南，u为，P，7)=o，因此，P≤m2成立．结合Q(，(z南，y函)一p)=o和

函数Q(’)的定义，可知l厂(z为，Yp+7)一P s 0．另外，丌(z磊，可函，Up‘，y)=o．从而，(z为，可为，札新)
是问题(4)的可行解．因此，我们可得： m1≤P≤m2．

(II)利用反证法证明．假设ml S P．于是有m1 S P≤m2．在假设条件(A1)和(A2)下，

，是定义在紧集JR上的连续函数，因此存在(牙，雪)∈IR，使得．厂(牙，f／)=P，并且存在面∈U，

使得7r(孟，雪，面)=0．从而，(孟，雪，面)∈s1，并且F(牙，fJ，面，P，7)=0成立．

又由于(zh，可函，u≥)是问题(5)的最优解，所以，

F(z；1，Yp+1，u为，P，7)墨F(孟，雪，面，P，7)=0

又因为F(z函，可为，u为，P，7)>0，所以矛盾!因此，假设不成立．故P<ml成立．

此外，由引理2．2知，若(z为，可；7，Up‘1)是问题(4)的可行解，则它也是问题(4)的最优
解．

3 算法及理论结果

下面将给出问题(4)的具体求解算法以及相应的收敛性分析．

算法1

步骤1选取初始值E>0，3'x=7}>0，K>1，7_>0，01<／(xo，可o)=61，(zo，Ⅳo，uo)∈S1，

惫=1和J=1．

步骤2计算P％=业2．
步骤3求解问题e(p2，72)，得到最优解(z；，∥；，u；)．
步骤4如果(z；，可；，¨；)不是问题(4)的可行解，令候+1=K倪，J=J+1，并转步骤3．

否则，转步骤5．

步骤5令"／k=醒．如果F(唠，谚，u；，pk饥)=0，令ok+1=ok，bk+l=P。，P¨1=蛆笋，
J=1，氓+1=讯，南=尼+1，转步骤6．否则，(z；，谚，u})是问题(4)的最优解，停止．
步骤6如果lbk—o％I<E，那么ok=ok一7-，转步骤2．否则，转步骤3．
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注2从上述算法的实施过程可以看出，序列{矿)是单调非增的．此外，若存在某个k，

使得P2<m1，那么对于所有的k≥k，必然有Pk=P‘．所以，虽然ml是未知的，但可以根

据引理2．3的结果来比较m1和P七的大小．

下面的定理意味着算法1中的步骤4在有限迭代步内终止．

定理3．1假设条件(A1)和(A2)成立．对于固定的k，如果(z；，可；，札；)是问题P(P七，伲)
的最优解，那么存在以>0，使得对于所有的72>优，(z；，可；，u；)是问题(4)的可行解．
证如果对于任意的(z，Y，u)∈S X E(u)，都有丌(z，Y，u)=0．此时，算法1中的步骤4

显然在有限迭代步内终止．因此，不妨假设下面的集合

D={(z，Y，u)l(z，Y，U)∈S X E(u)，丌(z，Y，U)>o}

是非空的．

令

舻㈠热。巾m咄舻。黯帅∽_pk)，幢=堕掣箸业，
则戗≥0．当碾>喉时，可得

(。，热。F(舢，札，矿，嚷)2(。，舞是。[Q(m，可)一pk)+候丌(删，乱)]
>，min 【Q(y(z，Y)一P2)+，y；7r(z，Y，u)]
(z，Y，u)eD‘

。

≥(嚣谗s Q(，(z，可)一pk)+候(。，器Y uln)ED 7r(z，可，u)一(z，掣)∈s”“～7
7

⋯(￡，，
⋯⋯

=F(z；，％k，乱Jk，pk候)，

这说明问题P(矿，《)的最优解(z；，谚，u；)一定满足7r(z}，谚，乱；)=0，即(苟，唠，蝣)是问题
(4)的一个可行解．因此，步骤4在有限迭代步内终止．

结合定理3．1与引理2．2的结论，容易得到

定理3．2假设条件(A1)和(A2)成立．在算法1中假设对于所有的k≥1，都有P2<ml

成立．如果(矿，Y‘，U砖)是问题P(p‘，饥)的最优解，那么它也是问题(4)的最优解．

注3为了更好的分析定理3．2，在理论上引入P七<／r$1是必要的．然而，在所提出算法

的具体实施过程中，该条件可以被移除．

定理3．3 假设条件(A1)和(A2)成立．如果{@‘，Y‘，Uk))是在算法1中求解问题

P(p七，饥)所产生的序列，那么有下面的结论．

(I)如果算法在第后次迭代步终止，那么(z‘，Y‘)是问题(1)的最优解．

(II)如果{(z2，可‘))是无穷序列，那么它的任一极限点是问题(1)的最优解．

证类似于Meng等【11】中的定理2．3的证明过程．

4 数值试验

为了说明算法1的可行性，考虑Floudas等【12】中的算例ex9．1．1_ex9．1．9，并依次记为算

例1—9．此外，为了更好的比较算法1的计算结果，我们在数值试验中还考虑了Meng等【1l】

万方数据



1162 系 统科学与 数学 33卷

算 算法l

例

算法2 Floudas等【12

最优解 最优值 最优解 最优值 最优值

在数值试验中，选取初始值E=o．0001，71=10，，c=1，7-=1，Q(t)=max{t，o’2．在算

法2中，选取与算法1中相同的Q(￡)，同时选取P(t)=／3max{t，o)2，其中如果没有做特别说

明，取p=10．此外，这两种算法对于同一个算例都选取相同的目标罚参数值．

从表1可以看出，算法1的计算结果与参考文献【12]中的数值结果是相同的．算法2的

优越之处是可以应用于求解下层规划为凸规划的一类非线性二层规划问题，但对于本文所

选取的算例却仅仅只能计算出各个算例的近似最优解．这也说明了本文所提出的罚函数方

法是可行的．
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